Cviceni ze stochastické analyzy

2. Spojité procesy, kvadraticka variace, stochasticky integral v Riemanové smyslu

Bud Q C R, Ozna¢me 6; : w € C — w, projekci do t-té soufadnice. Pak 0 = (&;)i0 je identické
zobrazeni, ktery nazyvame kononickym procesem. Limitni o-algebru o(d;,t > 0) odpovidajici kanonické
filtrace o(d,, s < t) kanonického procesu pak nazveme kanonickou o-algebrou na Q C RI%>)

(1) Ukazte, ze nasledujicim predpis definuje metriku na prostoru C vsech spojitych funkci na R*
r(e,y) £Y 27 Az —yli,  kde |ff; £ sup |
k=1 5=

metrizujici lokalné stejnomérnou konvergenci. Ukazte, ze kanonicka o-algebra na C odpovida bo-
relovské o-algebte vzhledem k metrice r.

(2) Ukazte, ze nésledujici predpis definuje (pseudo)metriku na prostoru C(£2,.A, P) vsech spojitych
realnych procesu na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P)

p(XY)EEY 27FAIX —Y[; = Er(X,)Y)
k=1

metrizujici konvergenci v pravdépodobnosti na C, tj. P(r(X,,X) > ¢) — 0 pro n — oo kdykoli

e > 0 praveé tehdy, kdyz p(X,, X) — 0 as n — oo.
Rekneme, 7e proces X € C(Q, A, P) mé kvadratickou variaci (X) € C(Q, A, P), pokud

p([X]°, (X)) =0, n— o0
kdykoli 0 € S, T [0,00) je posloupnost zahustujicich se deléni, coz znamend, Ze jde o posloupnost
zjemnujicich se déleni takovych, ze U,S, je hustd podmnozina [0,00). Zde [X]° oznacuje diskrétni
kvadratickou variaci procesu X odpovidajici lokdlné koneénému déleni 0 € S C [0, 00) definovanou
predpisem
(X172 (Xine, = Xinse)®s kde S={0=150<...<sp;k €N},
keN

kde N C N je takova, ze Ny = N U {0} je kardindlni.
(3) Ukazte, ze Wieneruv proces W mé kvadratickou variaci (W), = ¢,¢ > 0.
Bud 0 € S C R* jako vyse. Rekneme, ze H € L(Q, A, P)[*) je S-jednoduchyj proces, je-li tvaru
Hy =Y Hylp <ol

keN
Je-li F; filtrace, fekneme, ze je S-jednoduchy vzhledem k F;, pokud navic H,, € L(F;,_,
X € L(Q, A, P)%) a bud H S-jednoduchy proces, kde S je jako vyse, pak predpisem

f(;‘lH dX é Z Hsk (Xt/\sk - Xt/\sk—l)

keN

). Bud

definujeme elementdrni integral H dle X, pricemz definice nezavisi na pripadném zjemnéni mnoziny S.
(4) Bud'te H, K € L(, A, P)[>>®) jednoduché procesy a X € LL(f, A, P)[>>). Ukazte, ze pak
$KAY = §KHAX, kde Y £ §HdX.
(5) Bud 0 € S C R lokélné konecna a X € L(Q2, A, P)%®). Ukazte, ze pak
XP = X5+ [XP + 24X dXs, kde Xy £1im X[

(6) Bud X; Fi-martingal a H; bud Fi-jednoduchy proces. Ukazte, ze pak také proces § HdX je Fi-
martingal, pokud je tento proces integrovatelny.
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Budte H € L(Q, A, P)%®) a X € C(Q, A, P). Rekneme, ze proces Y € C(Q, A, P) je stochastickym
integrdlem H dle X v Riemanové smyslu, pokud p(§ H ), dX,Y) — 0,n — oo kdykoli 0 € S, 1
0,00). V tom piipadé piseme Y = [H dX.
(7) Necht X € C(9,.4, P) m4 kvadratickou variaci (X). Ukazte, ze pak plati rovnost.
X2 2 X2+ (X)) +2f, X, dX,.

Budte a,b € R% symbolem a ® b £ ab’ budeme znacit tenzorovy soucin vektori a,b. Symbolem
a®? £ 4 ®a = ad" pak odpovidajici tenzorovou druhou mocninu vektoru a € R?.

Bud X € L(Q, A, P)0>)*4 q_rozmérny realny proces a 0 € S C R* jako vyse, pak predpisem
[[X]]ts 2 Z(Xt/\sk - Xt/\Skq)@?
keN
definujeme diskrétni tenzorovou kvadratickou variaci procesu X odpovidajici lokdlné konecnému
déleni 0 € S C [0, 00).
(8) Bud 0 € S C R lokélné konecnd a X € (2, A, P)l%®)*4 Ukazte, ze pak plati
X% = X§? 4+ [X]7 + 2 §, X |5 dXL.

sls—

Rekneme, ze X € C(Q, A, P)¢ ma tenzorovou kvadratickou wariaci (X)), pokud pro kazdou
posloupnost 0 € S,, T RT lokélné koneénych déleni kazdé (maticova) slozka procesu [X]*" konverguje v
metrice p k odpovidajici slozce (X)).

(9) Necht X mé tenzorovou kvadratickou variaci (X)). Ukazte, Ze pak plati
XP2 2 X924+ (X)) + 2, X, dX.

(10) Bud X jako v (9). Pokuste se podobnym zpiisobem vyjadiit hodnotu procesu X? = X X,.
Jsou-li a,b € R?, pak skaldrnim souéinem a,b rozumime hodnotu a - b £ a'b a podobné symbolem
a? £ q-a = d'a rozumime skaldrni druhou mocninu vektoru a € RY.

(11) Bud W d-rozmérny Wienertuv proces, spoctéte jeho tenzorovou kvadratickou variaci (W) a posléze

také (skalarni) kvadratickou variaci (W).
Bud X € L(Q, A, P)0>)*4 q_rozmérny redlny proces a 0 € S C R* jako vyse, pak predpisem
[X]f = Z(Xt/\sk - Xt/\sk—l)2
keEN
definujeme diskrétni (skaldrni) kvadratickou wvariaci procesu X odpovidajici lokélné koneénému
deéleni 0 € S C [0, 00).

Rekneme, ze X € C(Q, A, P)? mé (skaldrni) kvadratickou variaci (X ), pokud pro kazdou posloup-
nost 0 € S, T RT lokdlné koneénych délen{ posloupnost [X]*" konverguje v metrice p k (X) pro n — oco.

Budte X,Y € L(Q, A, P)>>®) a0 € S C R bud jako vyse, pak piedpisem

[X’ Y]ts é Z(Xt/\tk - Xt/\tk_l)(}/;/\tk - }/;f/\tk_l)
keN

defniujeme vzdgymenou diskrétni variaci procesu X,Y vzhledem k déleni S.
(12) Budte X,Y € L(Q, A, P)*=) a 0 € S C R*. Ukaite, ze pak
X, Y]S _ [X+Y]S;[X7Y]S'
Budte X,Y € C(Q, A, P), ickneme, Ze maji vzdjmenou variaci (X,Y) € C(Q, A, P), pokud pro
kazdou posloupnost 0 € S,, T [0, 00) konverguje posloupnost [X, Y] k procesu (X,Y) v metrice p.
(13) Bud'te X,Y € C(, A, P) takové, ze (X,Y)" ma tenzorovou kvadratickou variaci. Ukazte, Ze pak
XY, 2 XoYy + (X, Y), + [y X, dY, + [V, dX,.



